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Diff erenzierbarkeit als (Lipschitz-)Stetigkeit 
der Sekantensteigungsf unktion 
Von HoRST HrscHER in Braunschweig 

1. Einleitung. Diese Arbeit will als praxisbezogene Ergänzung zu den grundlegenden 
Arbeiten von KARCHER [3] und LAUGWITZ [4] verstanden werden und damit auch 
deren Intentionen Nachdruck verleihen . Zwei Grundideen seien nochmals mitgeteilt: 

a) Der Grenzwertbegriff für Funktionen , der der Stet igkeitsdefinition 

lim f (x ) = f (xo) 
x ~ xo 

zugrunde liegt, ist für die Schule (wenn er korrekt behandelt wird) viel zu schwer , 
weil über alle Folgen (xn) mit lim (xn ) = x0 zu quantifizieren ist , was (inkorrekter­
weise) bei dem praktischen Stetigkeitsnachweis nicht getan wird. 

b) Der moderne Differenzierbarkeitsbegriff (vgl. etwa GRAUERT-LIEB [2] oder 
LAuGwrrz) wird grenzwertfrei unter Benutzung des Stetigkeitsbegriffs gefaßt und 
lautet (unter Fortlassung der Quantoren): f ist genau dann an der Stelle xo differenzier­
bar, wenn es eine an der Stelle 0 st etige Funktion LI mit 

f (xo + h) = f (xo) + h · LI (h) 
gibt. 

KARCHER und LAUGWITZ offerieren nun einen grenzwertfreien Stetigkeitsbegriff, 
der als „konstante Approximierbarkeit" von f an der Stelle x0 interpretierbar ist (vgl. 
WrrTMANN [5]) . Beachtenswert ist hierbei, daß die so konzipierte Lipschitz-Analysis 
in die gewöhnliche (Cauchy-)Analysis eingebettet werden kann, denn man sieht leicht: 
I st f Lipschitz-stet ig in x0 , dann auch Cauchy -st et ig. Wir werden daher - im Gegen­
satz zu KARCHER - im Schulunterricht anstelle von „gutartig" oder „Lipschitz ­
st et ig" schlicht „stet ig" sagen. 

F erner ist es zweckmäßig, anstelle der globalen (Intervall-)Stetigkeit (vgl. KAR­
CHER) die lokale Stetigkeit zu definieren , weil dann auch Beispiele für F unktionen , 
die nur lokal, nicht aber global stetig sind, angegeben werden können , was zu einer 
Bereicherung des Unterrichts führt . (Z.B. f : R -+ R mit f( x ) := x für x E Q und 
f (x ) := - x für x E R\ Q, f ist genau an der Stelle 0 stetig. ) Diese lokale Stetigkeit ist 
motivierbar durch die Frage nach der konstanten Approximierbarkeit (s. o.) oder 
durch die Frage nach der „Durchzeichenbarkeit" einer K urve in einem P unkt . -
Die pathologischen Fälle stetiger Funktionen , nämlich diskret definierte, z.B. Folgen, 
sollt en im Schulunterricht wohl nicht als stetig bezeichnet werden. - Damit er­
arbeitet man die folgende 

Definition 1: E s sei f : Dt -+ R, xo E Dt c R. 

f ist stetig an der S telle x0 

(oder : Der Graph von f ist in (x0 ; f (x0 )) durchzeichenbar) 

(oder : f ist an der S tf' lle xo konstant approximierbar) 

I. V xo E ]a ; b[ c Df , 
a, bEU 

II. V /\ lf(x ) - /(xo) I ~ K · lx - xol · 
K ER + XE ] a; b[ 

Falls das Bedürfnis besteht, auch diskret e Funktionen als st etig zu bezeichnen, so 
braucht man I . nur abzuändern zu : x0 E Ja ; b[ n D 1 ; entsprechend ist II. zu ändern. 



2. Differenzierbarkeit. Das Tangentenproblem führt zunächst auf die Definition der 
Sekantensteigungsfunktion: 

/\ SJ, xo(x): = f( x )- f (xo) 
XE D1\{xo) X - Xo 

Sf,xo ist gemäß Definition 1 unstetig an der Stelle x0 („Lücke" ). Empirische Unter­
suchungen konkreter Funktionen (z.B. Anwendung von Tafeln oder Taschenrpchnern) 
legen es nahe, die Existenz einer Tangente durch die Forderung nach Fortsetzung 
(bzw. Ergänzung) von St.xo zu einer in x0 stetigen Funktion BJ,xo zu sichern. Hierbei 
ist also 

SJ,xo (x) = SJ,xo (x ) für x =l= Xo und SJ,xo (xo) = : m ER , 

wobei m die Steigung der zu definierenden Tangente ist. Eine entsprechende Definition 
ist aber nur sinnvoll , wenn m eindeutig existiert. Es sei daher SJ,xo in x0 sowohl durch 
SJ,xo als auch durch SJ,xo mit 

BJ, xo (xo) = : m1 und BJ, xo (xo) = : m2 

stetig ergänzt. Dann ist auch 
Bf,Xo ---:: Sf,Xo 

als Differenz stetiger Funktionen stetig in x0 . Insbesondere ist 

(sJ,xo - SJ,x0 ) (xo) = m2 - m1 = : m 
und 

(s1,x0 - 81,x0 ) (x) = 0 für x =l= Xo . 

Wegen der Stetigkeit dieser Differenzfunktion ist 

l m~ ~ K·lx-xo l füralle xE ]a ;b[\ {xo} 

(mit geeigneten a, b, K). Speziell für x := x0 + ö mit 

Ö := tmin(l~I , b - xo ) ER+ 

ist x E Ja ; b[\ { x0} und damit 

1m1 ~ K · 1 x - xo 1 = K ö ~ t 1m1 oder t 1m 1 ~ 0 , 
\ 

was nur für m = 0 erfüllbar ist. Dieses ist ein direkter Beweis im Gegensatz zu dem 
Beweis von Hilfssatz (10) bei KARCHER. Von der Archimedizität wurde kein Gebrauch 
gemacht. Ferner vergleiche man auch Axiom I aus der Definition der K ontinuitäts­
klassen bei LAUGWITZ, das sich hier entscheidend widerspiegelt . - Wir kommen 
damit zu der entscheidenden 

Definition2: Esseif:D1 __,.. R , x0 ED1 c R . 

f ist differenzierbar an der Stelle xo 

(oder: der Graph von f besitzt in (x0 ; f( xo)) eine T angente) 

(oder: f ist an der Stelle x0 linear approximierbar ) 

: -= Die Sekantensteigungsfunktion SJ,xo kann an der S telle xo stetig ergänzt 
werden. 

Satz 1: Wenn SJ,xo in x0 stetig ergänzt werden kann , dann eindeutig. 

Selbstverständlich kann dieser Satz verallgemeinert für die stetige Ergänzung einer 
beliebigen Funktion schon an früherer Stelle bewiesen werden, aber an dieser Stelle 
wird er eigentlich erst interessant. - Folgende Definitionen schließen sich sinn­
vollerweise an : 
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Definition 3. Ist Bf,xo die stetige Fortsetzung von Sf, xo mit 

81,x0 (xo) =: m ER, 

so heißt f' (xo) : = m die Ableitung von f an der Stelle x0 . 

Definition 4. Es sei 

A f : = { x E D1 J f ist in x differenzierbar} =!= 0 
und 

/':At -'>- R mit f' (x) := 81,x(x) 

für alle x E At. Dann heißt f' Ableit·ungsfunktion von f. 

Nach diesen Begriffsbildungen soll nun demonstriert werden, welche wesentliche 
Vereinfachung Definition 2 gegenüber der Differenzierbarkeitsdefinition von KARCHER 
für die Praxis bietet, weil die aufwendigen Ungleichungsketten entfallen. Wenn keine 
Mißverständnisse auftreten, schreiben wir nur Sf oder gar s anstelle von Sf,xo. 

Beispiel 1. · 
x2- x6 

f(x) = x2 , xoER, s(x)= --- = x+xo = : s(x). 
X-Xo 

§ist auch an der Stelle x0 erklärt, und zwar stetig. Mit Satz 1, Definitionen 2 und 3 
ist dann f in x0 differenzierbar mit f' (xo) = § (xo) = 2x0 , und zwar für alle xo ER. 

Beispiel 2. f (x) = Vx (positive Wurzel, f nicht stetig bei x = 0). 

Vx - rx;; 1 x - xo 1 
s(x) = ==; Vx + Vxo = : s(x). x - xo V x + V xo x - xo 

Für xo > 0 ist§ stetig in xo (weil die Wurzelfunktion stetig und Summe und Kehrwert 
stetiger Funktionen stetig sind) mit 

- 1 . f' ) s (xo) = V- = : (xo . 
2 XQ 

(Vergleiche hierzu die recht aufwe'ndige Abschätzung bei KARCHER.) 
Insbesondere wird folgender Satz nahegelegt: 

Satz 2. f ist differenzierbar in xo =? f ist stetig in x0 
(oder: f nicht stetig in xo =? f nicht differenzierbar in x0 ). 

Beweis. Für x =!= xo ist per def. von s 

f (x) = f (xo) + (x - xo) · s(x) 
und s(x) = s(x), also 

f (x) = f(xo) + (x - xo) s(x). 

Die rechte Seite ist jetzt auch für x = ;;0 definiert und aus in x0 stetigen Funktionen 
zusammengesetzt. 

Die Beweise für den Differentiationskalkül werden geradezu trivial, vor allem sind 
sie stets konstruktiv! 

Satz 3. f, g differenzierbar in xo =? f ± g, f · g differenzierbar in xo mit 

(/ ± g)' (xo) = /' (xo) ± g' (xo) 
und 

(/ · g)' (xo) = f' (xo) g(xo) + f (xo) g' (xo) (Produktregel). 
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Bewei s. Durch Zerlegung findet man sofort 

sl±q(x) = s1(x) ± Sg(x) , 

woraus wegen der Stetigkeit von 81 und 8q in x0 die Stetigkeit von 

81±g := 81 ± 8g 
in x0 folgt, also 

8f±g (xo) = f' (xo) + g' (xo) . 

Ebenfalls durch Zerlegung folgt 

s1.g(x) = s1(x) g(x) + f(x) s9 (x) . 

Nach Voraussetzung ist stetige Fortsetzung für x = x 0 möglich, womit wiederum die 
Behauptung folgt. 

Satz 4. f differenzierbar in xo und f (x) =!= 0 für a < x < b (mit geeigneten a, b E R) => 

~ differenzierbar in x0 mit 

Beweis. Es ist 

( 
1 )' f' (xo) f (xo) = - [/ (xo)P · 

1 
s _1_ (x) = - f (x) f (xo) . s1(x) ' 

f 

woraus die Behauptung folgt. 
Mit Satz 3 und Satz :;l finden wir dann auch die gewohnte „Quotientenregel". 

Satz 5. f differenzierbar in xo und g differenzierbar in f (xo) 
=> g o f differenzierbar in xo rriit 

Beweis 

also 

Wir setzen 

(g o /)' (xo) = g' [f (xo)] f' (xo) (Kettenregel). 

g (/(x)) - g (f (xo)) 
s001(x) = ------ ­

X - XQ 

g(f(x)) - g(f (xo)) f (x) - f(xo) 
f(x) - f( xo) x-xo 

8001: = (80 0/)· 81. 

Da nach Satz 2 f stetig in xo ist, folgt die Stetigkeit von 8001 in xo. 

3. Algebraische Funktionen 

Satz 6. Gebrochen rationale Funktionen sind an jeder S telle ihres Definitionsbereichs 
differenzierbar. 

Beweis. Wegen Satz 3 und 'Satz 4 genügt es, die Differenzierbarkeit von 

f: mit nEN {
R --+ R . 
X i--o> Xn 

nachzuweisen. Wir führen den Beweis durch vollständige Induktion. - Seif (x) := x 
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Dann ist 
sr(xo) = 1 für alle x0 ER, 

also f' (xo) = 1. Sei für ein n E N 

f (x) := xn mit f' (xo) = n . xa- 1 

für alle xo E R. Nach Satz 3 folgt für g(x) := xn+l: g ist differenzierbar in x0 mit 

g' (xo) = (/ 'id)' (xo) = n · xa - l · Xo + xa' 1 = (n + 1) 'xa. 
Mit Satz 4 und Satz 6 folgt auch die Differenzierbarkeit von f (x) = xn mit n E Z. 

Wir wollen noch die Differenzierbarkeit beliebiger Potenzfunktionen mit rationalen 
Exponenten nachweisen. Zunächst ist die Ableitung für Umkehrfunktionen zu be­
rechnen. 

Satz 7. Sei f injektiv auf ]a ; b[ und differenzierbar in x0 E ]a; b[ mit f' (xo) =!= 0. 
Dann ist f-1 differenzierbar in f (xo) mit 

(j- 1)' (/(xo)) = f'(1xo) . 

Beweis. Mit y = f( x ) ist / - 1 (y) =; x und y0 := f( x0 ). 

/ - 1 (y) - /- 1 (yo) x - xo 1 
sr-

1 
(y) = Y - Yo = f (x) - f (xo) sr(x ) ' also 

Für hinreichend kleine Umgebung von y0 wird dann s1- , durch 

1 

in Yo stetig ergänzt . 

Satz 8. Es sei 

f: {
Rt)'- -+ Rt)'-, 

XH>Vx 

Bf- L := -=­
St 

n EN\ {1}, Rt)'- := R+ u{O}. 

f ist für alle xo E R + di fferenzierbar mit 

1 f' (xo) = - . x/i ln- 1. 
n 

1 
Sf- 1 = ~ . 

Sf 

Bew eis. Mit y = f (x ) setzen wir g(y) := x = yn. g ist injektiv für y > 0, mit 
f = g- 1 und Satz 7 folgt die Behauptung. 

In üblicher Weise folgt durch Anwendung der K ettenregel schließlich 

Satz 9. Es sei 

f: , r EQ. {
R+-+ R + 
X H • xr 

f ist für alle xo E R + differenzierbar mit f' (x0 ) = r · x0- 1. 

Die algebraischen Funktionen erschließen sich somit dem Kalkül dieses erheblich 
vereinfachten Differenzierbarkeitsbegriffs in gewohnter Weise. 

4. 'l'rigonometrische Funktionen. Von den transzendenten Funktionen erlauben 
nun auch die trigonometrischen Funktionen eine entsprechend einfache Behandlung, 
während die Exponentialfunktionen erst mit Hilfe des Grenzwertbegriffs sauber ein­
geführt werden können , was zweckmäßigerweise nach der Behandlung des Haupt-
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satzes der Integralrechnung geschieht. Die trigonometrischen Funktionen sehen wir 
wie LAUGWITZ als am Einheitskreis sauber definiert an, wobei wir uns wegen der 
Sätze 3, 4 und 5 auf die Untersuchung von sin beschränken können. 

Nach Satz 2 ist die Stetigkeit eine notwendige Voraussetzung für die Differenzier­
barkeit. Zu zeigen ist für alle xo E R : 

V V (xoE]a;b[ A /\ lsinx -sin xol ~ K· lx -xol) · 
KER+ a,bER XE]a; b[ 1 

Mit x - xo := h schreibt sich die Ungleichung : 

( 1) D : = 1 sin xo · ( cosh - 1) + cos xo · sinh 1 ~ K · 1 h 1 . 

Dabei ist für geeignetes s ER+ h E ]- s ; s[ zu wählen. Zwecks Nachweis von (1) 
müssen wir auf die Definition von sin und cos, also auf den Einheitskreis zurückgreifen 

(Fig. 'n Hieraus entnehmen wir z.B. für h E ] - ; ; ; [ : 

j sinh 1 ~ d ~ 1 h 1 und j cosh - 1 j = 1 - cosh ~ d ~ j h j , 

wobei das Gleichheitszeichen nur für h = 0 steht. Es folgt mit der Dreiecksunglei­
chung für alle xo ER: 

D ~ 1 sin xo 1 · 1 cosh - 1 I + 1 cos xo 1 · 1 sinh 1 ~ ( 1 sin xo 1 + 1 cos xo 1) 1 h 1 . 

Somit gilt (1) mit K := 1sin xo 1 + 1cosxo1 ER+. 

Satz 10. sin, cos, tan und cot sind an j eder Stelle ihres Definitionsbereichs stetig. 

Zwecks Differenzierbarkeitsuntersuchung von sin an der Stelle x0 haben wir die 
zugehörige Sekantens~eigungsfunktion zu bilden. Es sei a, b E R beliebig mit 
xo E ]a; b[ gewählt. 

(2) s(x) := sin x - sinx0 

X -Xo 
für alle x E ]a ; b[\ {xo} . 

Wir setzen wieder x - x 0 =: h und erhalten aus (2) 

. cosh - 1 sinh 
(3) LI (h) := s(xo + h) = smx0 • h + cosxo · - h- . 

LI ist als Quotient stetiger Funktionen stetig für alle h =F O. Wir setzen 

(4) "Ah ·= {Ll(h) fürh =F O 
LJ ( ) · m E R für h = 0 

und wollen m so festlegen, daß ..J an der Stelle 0 stetig wird. Mit 

(5) f (h) cosh - 1 d h) sinh 
:= h un g( := - h-

für h =F 0 genügt es zu zeigen, daß f und g an der Stelle 0 stetig ergänzt werden können. 
Empirische Untersuchungen (Tafel, Taschenrechner) legen (analog definiert) die 

(6) Vermutung: f (0) = 0 und § (0) = 1 

nahe. Zu zeigen bleibt: 

(7) jf(h) j ~ K1 · j h j , j §(h) - 1 I ~ K2 · I h I , 
wobei K1 , K2 geeignet zu wählen sind. Für h =F O bedeutet das: 

(8) cos~-1 1 ~ K1·jhl, l si~h - 1 1 ~ K2· jh j . 
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Mit Hilfe der üblichen Abschätzung lsinh l < lhl < ltanhl (für h=l=O) folgt 

1 

sinh 1 - h- - 1 < 1 cos h - 11 . 

Wegen 1 cosh - 1 I ~ h folgt daraus die rechte Ungleichung von (8) . Für die linke 
Ungleichung können wir auch 

(9) 

schreiben. Die bisherige Abschätzung aus dem Beweis von Satz 10 ist also noch 
nicht scharf genug. Da in (9) die Approximation mittels einer quadratischen Funktion 

vorgenommen wird und die trigonometrischen Funktionen 
am Einheitskreis definiert sind, liegt es nahe, auch den Ein­
heitskreis durch eine Parabel zu approximieren (Fig.2). 

sin h 

0 
1-cos h 

Die zu betrachtenden Kurvengleichungen sind: 

Kreis K: (y - 1)2 + x2 = 1 , 

Parabel P: y = ax2, a > 0. 

Eine Minimalforderung für „gute" Approximation von K 
durch Pin (0; 0) ist offenbar K n P = { (0; 0) }. Das führt 
zu 

Fig. 1. Zum Beweis für 
lsinh l ~ lh l und lcosh 
- 1 l ~ l hlfür 

(ax2 - 1)2 + x2 = 1 <o> x2(a2x2 - 2a + 1) = 0 <o> 

2a-1 
x = O v x2 = - - -

a2 

d :·h., es muß a ~ i- gelten. Die „beste" Parabel erhalten 
wir für a = t. (Damit haben wir nebenbei die „Schmie­
geparabel" eines Kreises bzw. den „Krümmungskreis" 
einer Parabel ermittelt.) 

.hE ]- ;;;[. 
In Fig. 2 gilt nun d = x, denn wegen 1 - cosh = t x2 ist 

a2 = (1 - cosh)2 + sin2h = 2(1 - cosh) = x2. 

Daher folgt für alle h E ]- ; ; ; [: 

1 cos h - 1 I = 1 - cos h = i- x2 = i- d2 ~ i- h2 . 

Damit wurde die Gültigkeit von (9) nachgewiesen. FREUND [1] gelangt über einen 
direkten Ansatz mit a = i- durch Fig. 2 ebenfalls zu dieser Abschätzung. 

Da insgesamt nunmehr (8) bewiesen wurde, gelten auch (7) und (6) , d.h., J und ij 
sind an der Stelle 0 stetig. Mit (3), (4) und (5) ist dann auch Li an der Stelle 0 stetig. 
Die Sinusfunktion ist also an jeder Stelle x0 E R differenzierbar mit der Ableitung 

sin' (xo) = Lf (0) = m = sin xo · /(0) + cos xo · ij (xo) = cos xo . 

Wegen cos x = sin ( x + ; ) folgt nach Satz 5 die Differenzierbarkeit von cos ·mit 

cos'(x) = sin' (x + ;) · 1 = cos(x + ;) = - sinx. 

Mit der Quotientenregel folgen die entsprechenden Ableitungen für tan und cot. Wir 
erhalten in Ergänzung zu Satz 10 den 
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Satz 11. sin, cos, tan und cot sind an jeder Stelle des Definitionsbereichs differenzierbar 
mit 

sin' (x) = cosx, cos' (x) = - sinx, ' 1 d tan (x) = - . -2- un 
Sin X 

' 1 cot (x) = - - - . 
cos2x 

y 

Ü X 

Fig. 2. Verwendung der Schmiegungsparabel P zur Herleitung von 

[ cosh - 1 [ :<::;d -h2 für h E] - ; ; ; l · 
' Wir beachten, daß FREUND anhand von Abb. 2 zu der (durch die Taylorentwicklung 

von sin bedingten) schönen Abschätzung 

h3 
(12) h - ß < sinh < h (für h > 0) 

kommt, aus der auch 

I sin h - h 1 = h - sin h < ~
3 

< K · h2 

für geeignetes K und geeigneten Bereich für h folgen \vürde . Allerdings beruht die 
linke Seite von (12) auf einer recht aufwendigen abbildungsgeometrischen Berech-
nung von X s t2 dt . 

a 

Verglichen damit kommen wir hier sehr viel elementarer zum Ziel. 
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