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1. Methodische Freiräume für den Analysisunterricht 

Angesichts der immer stärker werdenden Einschränkungen, denen 

der Mathematikunterricht durch Normierungsbestrebungen ausgesetzt 

ist, ist durchaus die Gefahr gegeben, daß der pädagogische Spiel­

raum der Mathematiklehrer erheblich eingeengt wird. 

Da in Lehrplänen und Normenbüchern insbesondere Inhalte und 

Unterrichtsziele definiert werden, bleiben .wohl vor allem Frei­

räume bei der methodischen Gestaltung des Unterrichts. So steht 

auch in den neuen niedersächsischen Rahmenrichtlinien ([13], S. 6): 

"Die Unterrichtsinhalte werden jahrgangsweise festgelegt und 

durch Ziele aufgeschlüsselt. Durch die angegebene Reihenfolge 

der Lernziele wird der Unterricht in didaktisch-methodischer 

Hinsicht nitht festgelegt.'' Und so wende ich mich in diesem Vor­

trag an diejenigen Mathematiklehrer, die nach methodischen Frei-

.räumen bei der Gestaltung ihres Analysisunterrichts suchen. 

Meth0dische 
Variablen 

Unterrichts-/_ 

/ phasen ~ 

Begriffsentwicklung 1 

Suchen v. Zusannnenhängen 

Argumentieren 
Algorithmen 

Anwenden 

Formulieren 

Auswahl 

Methodische ~ [Komposition 1 

Entscheidungen .::::::::::---- D . 
~ os1erung 

Steuerung 

Fig. 1: Methodische Variablen (nach VOLLRATH) 

VOLLRATH hat 1976 in einer wichtigen Arbeit die "Bedeutung 

methodischer Variablen für den Analysis~nterricht'' dargestellt, 

und hi~r möchte ich anknüpfen. 

VOLLRATH möchte mit seiner Arbeit unter anderem den Blick öffnen 

für Gestaltungsmöglichkeiten des Lehrers bei seinem Unterricht. 

Zu dem Zweck hebt er zwei Klassen von sogenannten methodischen 
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Variablen hervo.r, und zw:ar Upterrichtspha.sen und m(?thodische 

Ents'eheidungen (vgl. Fig. 1). Beide VaTiablenklas,sen .sind mit„ 

einanO.e':r verknüpft, denn methodiscbe Entscheidungen. l;>eziehen 

sich auf' die Gestaltu:rig der Unterrichtsphasen. 

Als Unterrichtsphasen nennt VOLLRATB Begriffs .entwiclüung, Sµcben 
von Zusammenhängen, Atg:umenti.eren, Algorithmen, Anwenden und. 

Formulieren. Diese Unterri_chtsphasen sind Bestandteile einer 

Unter<~ichts e.inhei t i und das sind the.matische Einheiten _, die eine 

oder mehrere Unterrichtsstunden umfassen. 

Als methodische Ent.sche idurtge.n führt er Probleme der Auswahl, 

d.er Kornposition, der Dosierung und der Steuerung auf. 

In meinem Vortrag möchte ich mm konkrete Vorschläge zur Belegung 

einiger m,ethodi scher Variablen machen, und zwar werde ich mi,eh 

beschränken auf . die Phase der Begriffsentwic.klung u:rtd auf metho~ 

gische _EntscheidUnßen _hinsic:htlich der Komposition. Ich beginne 

mit dem Letzteren. 

Z. Zut .I<om:position von Untetr.ichtseinheiten 

1 Kompo~iti~n J 

~ 
~---.~--
.~~--- ---­-
~ 

Zuordnung 

Reihenfolge ''Beziehungsha1 tigkei t 1 ' 

~ 
·.(' V~r_·. _bind_ im_ ·g_ 1 --- ,...-~- · -~- --~- · --- -- ------ 1·· 

_ _ . _ ''Histori~ch~ ~erankerung'' , 
Akz,entui erung 

_f i g. 2: "His t ori sehe Verankerung" 

Die methodische Variable der Komposition gliedert VOLLRATH .auf in 

die Teilvariablen Zuordnung, Reihenfolge, Verbindung und Akzentu­

:L<:runs. Die Var'.i.abie ''Zuordnung" bewirkt e irte Verte iluil'g der Lehr­

planinhal te auf Unterrichtseinheiten und ist eng mit der Variablen 

"'Ausw.ahl" verknüpft. Ich möchte mich nun der Variable·n ttVerbindung" 

z uw end.e,n • 

Hierbei denkt man insbesondere an Verbindungen des j ewe;iligen 

mathematischen Inhalts mit anderen, auch außermathematis.chen Themen­

krei:sen, also etwa an das, was man mit FREUDENTHAL 11_Bez iehungs­

h,altig_k~i t 0 nennt. Hier wird man noch auf konkrete Unte:rrichtsvor­

schHLg.e warte.n dürfen, erwähnt sei der Vorschlag von RENN zur 



,• . 

- 3 -

"Theorie. des Regenbogens". Unter Berücksichtigung der anfangs er­

wähnten administrativen Einengungen wird es aber gar nicht so 

leicht sein, derartige Vorschläge zu realisieren, d.h. der Lehrer 

wird vermutlich nicht genügend Freiraum zur Ausgestaltung dieser 

methodischen Variablen haben. 

"Verbindung" läßt sich aber m.E. auch ganz anders erreichen, näm ­

lich durch eine Methode, die ich als 

historische Verankerung 

bezeichnen möchte. Hierbei möchte ich, wie TOEPLITZ es 1926 nannte~ 

an die "Wurzeln der Begriffe" zurückgehen, damit der "Staub der 

Zeiten" von ihnen abfalle und sie als "wieder lebensvolle Wese.n 

vor uns erstehen". TOE.PLITZ selbst nannte dieses die "genetische 

Methode'', aber hierunter verstehen wir heute etwas anderes, und 

daher scheint mir der Begriff "historische Verankerung" angebracht. 

Ich habe diesen Begriff bereits vor einiger Zeit geprägt; inzwischen 
konnte ich zu meiner Genugtuung feststellen,. daß die neuen nieder­

sächsischen Rahmenrichtlinien etwas Ähn1iches vorsehen ( ,[13] ,S. 6~: 

"An geeigneten Problemen sollen im Unterricht historische Ent­

stehungsprozesse auf gezeigt werden und die Leistungen bedeutender 

Mathematiker gewürdigt werden.'' Durch diese Methode wird zugleich 

eine innermathematische Beziehungshaltigkeit realisiert: Ich möchte 

nämlich für die Verwendung historischer Beispiele plädieren, die 

sich als tragfähige Bausteine einer Unterrichtseinheit erweisen. Da­

bei sollten diese Beispiele aus ökonomischen Gründen in heutiger 

Form präsentiert werden. 

Beispiel 1: Zur Irrationalität 

Die Irrati'onalität führt man gerne am Beispiel der Inkommensurabilität 

von Diagonale und Seite eines Quadrats, also von. VZ, ein. Hierfür 

gibt es zwei Beweise, die auf die Pythagoreer zurückgehen, und 

so liegt offenbar eine schöne historische Verankerung vor. Der 

eine, indirekte Beweis ist zahlentheoretischer Art und besitzt 

schon ein hohes Abstraktionsniveau, der andere ist geometrisch und 
liegt keinesfalls auf der Hand. 

Neben dieser beweistechnischen Problematik ist vor allem unbefriedi­

gend, daß. der erste Anlauf zur Irrationalität über die Zahl i/2 
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erfolgt und diese Zahl dann auch leicht als Prototyp für irra­

tionale Zahlen bei den Schülern hängen bleibt. In der Tat wurde 

die Irrationalität nicht am Beispiel der Zahl vz, sondern durch 

HIPPASOS von Metapont (um 450 v. Chr.) am regelmäßigen Fünfeck 

entdeckt (vgl. [6]). Diese Entdeckung möchte ich hier skizzieren.*) 

Das Pentagramm (Drudenfuß) war als mysti­

sches Symbol das Erkennungszeichen der 

Pythagoreer. In diesem erkennen wir als 

Teilfigur ein reguläres Fünfeck. Ver­

binden wir die Sternspitzen durch einen 

Streckenzug, so erhalten wir ein größeres 
reguläres Fünfeck (Fig. 3). 

Fig. 3 

HIPPASOS wies nun nach, daß Seite und Diagonale inkommensurabel 

sind. Der Beweis sei angedeutet: 

(1) Jedem Fünfeck wird ein kleineres zugeordnet, das als Diagonalen­

schnittfigur entsteht. Dies geht ad infinitum (Fig. 3 und Fig. 6). 

(2) Nimmt man a von b "weg 11 , 

c := b-a, und dann c von a, 

d := a-c, so sind c bzw. d 

Diagonale bzw. Seite des 
nächsten Fünfecks (Fig. 4). 

(3) Der Algorithmus (2) heißt 
"Wechse lwegnahme". Er war 

den Handwerkern schon lange 

vor den Pythagoreern bekannt 

und diente zum Auffinden 

eines gemeinsamen Maßes. Wir 

nennen das heute "Euklidischen 

Algorithmus". Bei kommen­

surablen Größen bricht dieser 

Algorithmus ab. Da (2) offen­

sichtlith nicht abbricht, sind 

Seite und Diagonale inkommen­

surabel. 

... . „ „ . ... ... 

·~· 

···· ... ~ Fig. 4 

Fig . 5: Der Algorithmus 
"Wechselwegnahme" 

*) Hie rzu s.a. ARTMANN: Aktivitä ten mit dem rege lmäßigen Fünfeck. MU l§.(1982 ) ,H.4 
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Dieses Beispiel war mehr lokaler Art, d . h. es bezieht sich auf 

kurz.e Unterrichtsphasen. Das nächste Beispiel dagegen ist mehr 

global, es bezieht sich auf eine größere Unterrichtseinheit . 

Beispiel 2: Zum Thema Folgen und Reihen 

An dem Gymnasium, an dem ich unterrichte, war für das (damals noch 

übliche) Vorsemester der Oberstufe ein dreistündiger Grundkurs mit 

dem Thema "Folgen und Reihen" ve:rbindlich vorgesehen. Neben der Er­
arbeitung dieser Begriffe gehören hierhin vollständige Induktion, 

Monotonie, Beschränktheit, Konvergenz und auch spezielle Folgen 

bzw. Reihen. Für mich ging es darum, wie ich innerhalb des ge­

setzten Rahmemmeinen Stil wählen konnte. Ich löste das durch 

mehrfache historische Verankerungen und erhielt dadurch ein 

tragfähiges Konzept für diesen Vorsemesterkurs. Ich berichtete 

den Schülerinnen zunächst von den sexagesimalen v~-Approxima­

tionen der Babylonier, z.B. 1 + ~ , und tei 1 te ihnen mit, daß sie 

bereits ein Verfahren zur Berechnung derartiger Näherungswerte 

besaßen, was das Interesse der Schülerinnen weckte. Die Antwort 

darauf blieb ich zunächst schuldig. Ich berichtete ferner, daß 

Pythagoras von den Babyloniern die Kenntnis dreier Proportionen 

mitgebracht hatte, mit denen drei sogenannte Mittelwerte erklärt 

waren, nämlich arithmetisches, geometrisches und harmonisches 
+ Mittel. Sind nämlich in unserer Formulierung a,b,x E IR mit 

a<x<b, so gi lt : 

{ 
arithmetisches} 

x ist geometri sches Mittel 

h~rmonisches 

x-a von a und b, wenn 'f}:"X 

Das lösten wir jeweils nach x auf und erhielten 

= { ~ 
b 

A{a,b) =, a;;b, G(a,b) =van, H(a,b} =!~~'und mitte.ls der De;fini­

tionsgleichungen ergab sich leich.t a < H (a, b) < G (a, b) < A (a, b) < b 

für a < b. Unter Verwendung der musikalischen Proportion 

H(a,b) = b die wir natürlich musikalisch deuteten, erhielten 
a A(a,b)' 

wir G(H(a,b),A(a,b)) = G(a,b), und das lieferte einen Approximations­

algori thmus für. Vc , wenn man a, b mit ab = c wählt. Wir konnten damit 

das Ergebnis der Babylonier nachrechnen und setzten weiterhin für 

diesen Algorithmus den Taschenrechner erfolgreich ein. 
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Durch das "Aufeinanderfolgen" der Näherungswerte wurde der Folgen­

begriff eingeführt, und mittels der drei Mittelwer te kamen wir zu 

den Begriffen arithmetische, geometrische und harmonische Folge, 

die also zunächst rekursiv erklärt waren. 

Die rekursive Eigenschaft wurde als wesentlich für die Meng e IN 

erkannt und führteüber die Formulierung des Induktionsaxi oms zum 

Beweisverfahren der vollständigen Induktion, womit wir dann schon 

zuvor vermutete Formeln für das allgemeine Gl i ed einiger spezieller 

Folgen beweisen konnten . 

Eine weitere historische Verankerung begann ich mit dem Erzählen 

über Punktfiguren auf Töpfereien der Jungsteinzeit , die später be i 

den Pythagor eern als figurierte Zahlen große Bedeu t ung e rlangen , 
z.B. die heilige Tetraktys 

0 

0 0 

0 0 0 
0 0 0 0 

die die vierte Dreieckszahl darstellte . So gelangten wir über 

Summenformeln zum Summenzeichen und damit zum Reihenbegriff . 

Der mittlerweile umfangreich gewordene Beispielvorrat an Folgen 

und Reihen führte durch Klassifizierung zu den Begriffen Monotonie, 

Bes chränktheit und Konvergen~. Den Abschluß bildete eine Rück­

besinnung auf den Approximationsalgori t hmus für Quad r atwurze ln, 

der nunmehr in Folgenschreibweise formuliert wurde, so daß wir 

die Konvergenz dieses Verfahrens jetzt beweisen konnten. 

Die Schülerinnen wurden so nicht mit isolierten Them en konfrontiert, 

sondern sie erlebten durch mathematikhistorische Beziehungshaltig ­

keit einen . i nneren Zusammenhang, der sie schließlich an den Aus ­

gangspunkt der Betrachtungen zurückführte und diesen in neuem 

Licht erscheinen ließ. 

Mir ist bewußt, daß meine Oberlegungen zu der sog. "histor ischen 

Verankerung" möglicherweise nicht sehr originell sind, weil viel­

leicht schon zahlreiche Mathematiklehrer so vorgehen. Das würde mich 

sehr freuen. Ich möchte mich hiermit ja auch vor allem an diejenigen 

wenden, die dieses als methodische Möglichkeit noch nicht erkannt 

h~ben. 
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Konsegu~nzen für die Lehreraus- und -weiterbildung 

Die eben geschi l d&te Methode läßt sich aber nur dann verwenden, 

wenn dem Lehrer hierfür geeignetes Material zur Verfügung steht , 

aus dem er nach Belieben schöpfen kann, sei e.s zur lokalen Be­

reicherung einer Unterrichtsphase wie im ersten Beispie l , oder 

sei es zur globalen Verwendung wie in Beispiel 2. In diesem 

Zusammenhang kann ich die Bücher von BARON [1] und von BOYER [21 

wärmstens empfehlen. Deutsche Übersetzungen wären sehr wünschens ­

wert. Darüber hinaus ergeht meine Aufforderung an die Mathematik­

didaktiker, hier kreativ tätig zu werden und für die Lehrer ge ­

eignetes Material in geeigneter Form zusammenzustellen. Erwähnt 

werden muß ferner das Kursheft von STOWASSER und MOHRY über " Rekur­

sive Verfahren" [14]~ das stark historisch verankert ist und s ogar 

den Ansprüchen eines Leistungskurses genügen kann. 

3. Zur Begriffsentwicklung in Unterrichtsphasen: 

"Verbot des Unerwünschten° 

Ich möchte nun wie angekündigt zur anderen Klasse der methodischen 

Variablen, nämlich den Unterrichtsphasen, übergehen, und zwar 

speziell zur Begriffsentwicklung. 

Eine Aufgabe des Analysisunterrichts ist unter anderem die Ent­

wi cklung von Be griffen wie Grenzwert, Stetigkeit und Differenzi er­

barkeit. Innerhalb dieser Begriffsentwicklung müssen wir verschi e­

dene Stufen unterscheiden, und zwar zum einen die 

_Einführung de,s. Begriffs und zum anderen die 

Def .in i t i on d.es Begr i ffs. 

Hi erzu zunächst eine Synthese der betreffenden Dars t ellungen in 
[3], (5), [17] (vgl. Fig . 8) : 

a) Bei der Einführung wird der Schüler du.rch Verlegen von Be i sp i elen 
und Gegenbeispielen im Rahmen sogenannter "gelenkter Entdeckungv' 

mit Inhalt und Umfang des neuen Begriffs vertraut gemacht . Durch 

sogenannte·s "Sortieren" gelangt er zu einer "Klassifikation" von 

Beispielen nach geeigneten Merkmalen, d.h. er gewinnt die s en BeM 

griff durch Klassenbildung, also durch Abstrahieren. 



··-· -

• ~~~~-CoM!t:."'~.'1. ckM~ M.s~o~ 
,-

· S"ot1'ti.~~"': \(~~~~~~-lio\7\ -~ . 
('t\ i--i~- ·:·- -· •• 

· ·~eA.9f U.:Ut."' -~~ 'Se.'-". · w1~"' \-1.uk~ta."' · 

< M~s\n-..'R.~\\S\(Cll\>..-elk) .. · ~ . . 
. ~ UJt\~r-e:~~d._ 

~-----------~~- ~--~-- - --- - ~t~· ---~~~-~~- -~~~~-- as~_. tLi._-. _~_- ______ .._! 

. . - -

1 e,u~~~~ ~ v~~~ ei.V\4il\"" 

%~~~\i~~~ ~~ t----1111!,~-„. 

'~'"'-~~ ~~~ 
' . 

l ... r 
<~~> _„ ' 
----.------'- UM~~cM~ 

~t- -~~~claM~ 



- 9 -

b) Na c;h zufri edens tel lender Abs traktion_skontrol le versucht man, 

diesen Begriff auf schwierigere Fälle anzuwenden, was eine 

Präzisierung der Begriffsvorstellung erfordert. Das geschi eht 

dann in einer Definition. Dieses Begriffsfestlegen nennt man 

auch Explizieren. In dieser Phase versucht man, den Begr iff 

mittels bekannter, sogenannter konstituierender Begriffe durch 

Sp~zifizieren festzulegen . Nach zufriedenstellender Kontro lle 

ist man dann von dem jeweiligen Anfangszustand, der durch das 

Vorwissen des Schülers gegeben ist, zu einem neuen Zustand ge­

langt. 

In der Praxis treten vor allem Probleme beim Explizieren auf: 

Wie soll man methodisch vorgehen, um eine Definition zu erarbeiten? 

Der naheliegende und übliche Weg ist die direkte formale .Kennzeich­

nung de~ Begriffs. 

Andererseits wurde ja in der Sortierphase eine Einteilung in die 

Klasse für den Begriff und die Klasse für den Komplementärbegrif f 

vorgenommen . So könnte man ersatzweise versuchen, den Komplementär ­

begriff zu charakterisieren und durch logische Negation daraus e ine 

Definition für den Begriff zu erhalten, was unter Um ständen leichter 

!;iein kann. 
In diesem Sinne hat KROLL 1976 vorgeschlagen, anstell e der Stetig­

keit zunächst die Unstetigkeit zu definieren . I ch selbst habe eben ­

fal l s 1976 eine derartige Methode für die Behand l ung der Differen­

zierbarkeit vorgeschlagen und das damals "Verbot des Unerwünschten" 

genannt. Diese Methode ist gewiß kein Allheilmittel, aber den 

Lehrern sollte diese indirekte Explikationsmöglichkeit al s Alter­

native zur direkten bewußt gemacht werden~ 

Darüber hinaus möchte ich erwähnen, daß die Methode· "Verbot des 

Unerwünschten" auch bei Begriffsbildungen im Rahmen sogenannte r 

axiomatischer Charakterisierungen ·Anwendung finden kann. 

Will man z.B. das Induktionsaxiom als Grund lage für das Bewe is­

verfahren "vollständige Induktion" erarbeiten, so gehe man etwa 

wie folgt var: 

(1) Die 
* IN 

/\ 
n 

Schüler sind nach e ingehender Diskussion ''übe rzeugt" , daß 
* die Eigenschaft 1 € lN und die "Nachfolger eigenschaf t" 

* * (n € IN =+ n+ 1 E IN ) hat. 



.... 

- Ul "' 

(2) Al.\ch z.B. Z, ~) ffi. habe·n, eirt.e .Solche .Eigenschaft, aber: 

e±n.e <echte Teilm:enge T mit 1 e T und $ie bes.i tzen 

0 (n E: t =t n+ 1 E. tJ, formal : ·v (1 e: T "'A.cn E'.l' • n+ 1 e'FJ: AT*-~) . 
'TSZ n 

(3J D·ä.roit ·erlangen die Schüler folgende Oberzeugup~: 

IN: besitzt diese Eigenschaft nicht, also! 

A tle 'T A A Cn e T .,. n+ 1 .e T) .,. T = IN): „ 
!SIN n 

Damit :bab:en wir in (3) das Prinzip v-om '''V·etb<;>t des Un:e:rwttnscht.en:" 

benutzt. 

' 
4 . :Zus ammenf as s·uJ1g 

Meine Absicht \~raT ,~ in diesem Vortrag auf F:rei räunHil b•ed de.::r me•tho:„ 

di ·sch~n .G;estal tung des Analysisunterrichts .auJ:merksam z~ ma.cb\en . .!. 

h:.h h.abe m1cn 'hierbe·i auf die Ko;nkretisierun.g zwe1ie1!' m.ethPt!lsehe:r 

Varia;ble.n beseh"T'ian.~t und für deren konkrete Belegung·e·;n di :e· Schla,g·­

wö·rt·er 

'rhi.s t ori sehe V·e.r anke rung''' 

und 

geprägt:. 

Diese: 13eg::rif'fe s.ind einers.eits .s-0 zu ve.rstehen, da:fs. sie eine metno~ 

·d:i·sch:e Eiinst.ell'ttlttg beim pr.aktizieren·den L.ehr:er ·ermoglichen. S{)lle~n~ 

denn ge'fad.e .Q.n diesen. möchte ich mich wenden ... Auch mag vornehmlich 

:de.r zweite .BegiFif:E :für e_i ne bewußte. arbe'i tsmethn:S.i:si:he Ral tung des 

Schillers ge ·11ügnet sein .. 

Andererseits' be.absichtige ic:h mit diesem· Begriffen eine Aktivierung 

der Didaktik.er ., um diese Begriff:e . durch Zusammentragung divers .er 

B:el.spJ.el e" mit L:eben zu e r füllen . 
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