Horst Hischer

Zum Problem der Wiirfelverdoppelung in der
Darstellung durch Johann Christoph Sturm 1670

1 Ubersicht

Die Verdoppelung des Wiirfels gehort mit der Dreiteilung eines Winkels und der Quadratur
des Kreises zu den drei klassischen Problemen der griechischen Antike. ' Jeweils geht es
darum, geometrisch eine ,,Losung™ z zu finden, wie es nachfolgend veranschaulicht wird.

i
2 3 L7 P — Pops 2
P —| 2q | fx: T =T
—
a

—— - g i
4 T=0/3 T

Abb. 1: Visualisierung der mit den drei klassischen Problemen der Antike verbundenen Aufgaben
Im ersten hier gezeigten Beispiel, der Wiirfelverdoppelung, ist ein Wiirfel der Kantenlénge
a gegeben, der also das Volumen a” hat, und es ist dann die Kantenlinge = eines griferen
Wiirfels mit dem doppelten Volumen gesucht, so dass also z* = 2a” gilt. Entsprechend
sind die beiden anderen Fille gemeint. Doch was soll daran problematisch sein? Im Fall der
Wiirfelverdoppelung ist klar, dass = = 3/2 - a gilt. Ist die Kantenlinge a gegeben, so kann
man zwar die gesuchte neue Kantenldnge z sofort numerisch angenidhert berechnen, aber
wie soll man « geometrisch und also nicht rechnerisch finden?

Bereits vor iiber 2400 Jahren tauchten diese drei geometrischen Probleme in der grie-
chischen Antike auf, und es wurden dazu viele Losungsvorschlige gemacht. Der Mathema-
tiker und Physiker Archimedes (287 bis 212 v. Chr.)
beschrieb sie in seinen Werken, die uns durch den
Mathematiker und Philosophen Eutokios von Askalon
(ca. 480 — ca. 540 n. Chr.) nebst einer umfangreichen
Kommentierung iiberliefert sind.

1670 verdffentlichte Johann Christoph Sturm die
erste deutschsprachige Ubersetzung von Archime-
des* Werken unter dem Titel ,, Des unvergleichli-
chen Archimedis Kunst-Biicher . Sturm, geboren am
3. November 1635 in Hilpoltstein in Mittelfranken,
war zundchst Pastor in Deiningen in der Grafschaft
Oettingen und spiter Professor fiir Mathematik und
Physik in Altdorf (in der ,,Academia Altorfina®), wo 2 )
er am 26. Dezember 1703 starb. 10. CHRISTOPHORVS _vas
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Nachfolgend werden einige Losungen des Prob- | primum Pactor Deinsngenrio A idEs .

. el ovtea —Mathematum er Plypricer P.P.
lems der Wiirfelverdoppelung dargestellt, wie sie ins |/, _fzdomia Aliorfina” aé A itz
Sturms Werk zu finden sind.
Zuvor erfolgt eine heuristische Vorbetrachtung.
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Abb. 2: Johann Christoph Sturm

|Erschienen in: Der Mathematikunterricht, 62(2016)2, 41-52.
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2 Vorbetrachtung: mittlere Proportionalen

Die Wiirfelverdoppelung scheint nur eine Verall-
gemeinerung des Problems der Quadratverdoppe- BH_ o I

lung zu sein, fiir die es bekanntlich viele elementare
geometrische Losungen gibt, von denen eine
exemplarisch in Abb. 3 zu sehen ist.

Wiirden wir dieses ,,Problem* formal analog zu Abb. 1 beschreiben, so wire x> = 2a’
zu ldsen. Hier konnen wir nun die rechte Seite als Produkt von zwei Lingen deuten, ndm-
lich als a -2a, und wenn wir auch die linke Seite als Produkt schreiben, so erhalten wir
Tz =a-2a,was wir in eine Verhdltnisgleichung (eine Proportion) umwandeln kdnnen:

B 1)

r  2a (
Das Problem der Quadratverdoppelung kann also so umgedeutet werden, dass zu den bei-
den gegebenen Lingen a und 2a eine dritte Ldnge = so zu finden ist, dass die Proportion
(1) erflillt ist. Wegen x® = 2a” ist 2 # a. Wire z <a, so wire 2° < a’ <2a?, also ist
x > a. Entsprechend folgt = < 2a, und damit ist a < z < 2a. Da also z zwischen a und 2a
liegt, ist = ein ,Mittelwert™ zwischen a und 2a (nd@mlich das geometrische Mittel), das also

durch die Proportion (1) definiert ist. Verallgemeinert lautet diese Proportion:
-z )
T b
Seit der griechischen Antike nennt man z hier die (!) ,,mittlere Proportionale” von a und b.
Damit besteht die Losung des Problems der Quadratverdoppelung in der Ermittlung der
mittleren Proportionalen zwischen der Linge der Quadratseite und deren doppelter Linge!
Vielleicht kénnen wir diese Sichtweise auch auf das Problem der Wiirfelverdoppelung

tibertragen? Hier wire dann z? = 2a® zu betrachten. Analog zu (1) erhalten wir zunichst:

a T~ (3}

Abb. 3: Quadratverdoppelung

T 2a°
Das scheint noch nicht weiter zu fiihren. Schén wire es, wenn auf der rechten Seite ein

Ausdruck wie :—: mit einer neuen Linge y stiinde. Das erzwingen wir versuchsweise:
_ a Yy
—=—=— (4)
zr  2a° 2a
Die aus dem mittleren und rechten Glied bestehende Gleichung lsen wir nach y auf und
erhalten y = 2” : a, was sich analog zu (1) als y : x = = : a schreiben lidsst bzw. invertiert:

a =
2=z 3)
T
Aus (4) und (5) ergibt sich nun erweiternd und zusammenfassend:
a T Yy
—==== (6)
T Yy 2a

Konsequenz: Um bei gegebener Kantenldnge a das Problem der Wiirfelverdoppelung zu
I6sen, sind also zu a und 2a ,nur* zwei mittlere Proportionalen zu bestimmen! * So liegt
also ein Schliissel zur Losung des Problems der Wiirfelverdoppelung vor. (Und es ist klar,
dass man (6) auf n mittlere Proportionalen zwischen a und b verallgemeinern kann!)
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3 Der Hilfssatz des Hippokrates

Sturm stellt mit Bezug auf Eutokios* Werk iiber Archimedes die Bedeutung der beiden
mittleren Proportionalen, die er ,,Gleichverhaltende“ nennt, fiir dieses Problem heraus: *

Betrachtung der alten benahmten Aufgab /
von Erfindung zweyer mittlern gleichverhaltenden.
Die Gelegenheit zu dieler Aufgab erzehlet Erathoflthenes in einem Sendlchreiben an den
Konig Ptolomzeum folgender Geltalt: Man [age / einer unter den Trauerlpielfchreibern fiihre
unter andern ein den Mino / welcher dem Glaukus ein Grabmal aufrichten laflen / und als er
vernommen / da jede Seite delfelben (dann es war wiirfflicht geftaltet) 100. Schuh lang war / hab
er geflagt: Fur einen Konig leys zu klein / die Groffe mufle doppelt leyn. Als aber der
Werkmeilter nachmals jede Seite des Grabes verdoppelt (und vermeinet / auch dardurch des
Grabes Grofle verdoppelt zu haben) ey befunden worden / daB er geirret habe / weil nehmlich /
wann man die Seiten verdoppelt / die Flachen / welche von denen gedoppelten Seiten beschloflen
werden / nicht zwey- sondern vierfach / die Corper aber achtfach oder achtmal [o grof8 werden /
[...] Nach dem aber alle MeBkinstler lich lange Zeit vergeblich bemiihet / habe endlich
Hippocrates von Chio am erfien beobachtet / dafd / wann man zwilchen zweyen geraden Lineen /
deren eine zweymal [o grof ilt als die andere (nehmlich zwilchen der Seite des gegebenen
Wirfels und zwischen ihrer gedoppelten) zwey mittlere unzertrennt - gleichverhaltende
(continué proportionales) fande (und / verstehe / auf die erfte der beyden gefundenen einen
Warfel aufrichtete) [o dann der gegebene Wirfel verdoppelt seyn wiirde [...]. Allo daB
Hippocrates die vorige zweiffelhafte Frag in eine andere nicht weniger zweiffelhafie und Ichwere
verwandelt habe. Nach Verfliellung einiger Zeit aber / wie man erzehle / haben die Delier / bey
regierender Pest / ihren Abgott Apollo umb Hilf angeflehet / von demfelben aber Befehl
bekommen / daB fic ihm einen Altar / welcher wiirflicht gebauet war / verdoppeln follten.
Wordurch [ie dann in den obigen Zweiffel gelttirzet / ihre Zuflucht zu denen / beym Plato in der
Academi [ich aufhaltenden MeBkunstlern genommen / und umb Auflolung dieses ZweifTels
angefuchet haben: Welche dann auch / fonderlich auf Platons Zureden / sich eifrigst bemiihet zu
erortern die Frage von zweyen mittlern gleichverhaltenden / welche daher / wegen erzehlter
Gelegenheit ihres Ursprungs / den Nahmen der Delifchen Aufgab bekommen hat.
Hippokrates von Chios (470 — 410 v. Chr. (nicht zu verwechseln mit dem durch seinen
»Eid*“ bekannten Hippokrates von Kos) leistete also einen wesentlichen Beitrag zur Losung
des Problems der Wiirfelverdoppelung — dem Delischen Problem —, indem er es auf die
Ermittlung von zwei mittleren Proportionalen zuriickfiihrte. Denn fiir beliebige Strecken-
ldngen a, z,y folgt aus (6) stets die zu l6sende Gleichung z* = 2¢”. Das fiihrt zum

Hilfssatz des Hippokrates:
Das bei gegebener Streckenliinge a durch z* = 2a® beschreibbare Delische Problem ist
gelast, wenn es gelingt, neben © eine weitere Léinge y so zu ermitteln, dass gilt:

a T Yy

T Yy 2a

Wenngleich es ein genialer mathematischer ,,Schachzug™ ist, die Losung eines Problems
auf ein anderes zuriickzufiihren, so war dieses Problem damit keineswegs geldst, weil ja die
urspriingliche Frage zunichst nur ,,in eine andere nicht weniger zweifelhafte und schwere
verwandelt™ wurde (s. o). Gleichwohl beruhen seitdem die antiken Losungsvorschlige auf
diesem Hilfssatz des Hippokrates, also auf der Suche nach einem Verfahren zur Bestimmung
der zwei mittleren Proportionalen zu zwei gegebenen Lingen. Und damit war iiber diesen
Umweg von Hippokrates der Weg zur Auffindung unterschiedlicher Lsungen geebnet.

Rl
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Moritz Cantor schreibt dazu 1894 ganz &@hnlich: *

Wiihrend nun lange Zeit hindurch Alle rathlos waren, entdeckte zuerst [...] Hippokrates, dass.
wenn man herausbriichte zu zwei gegebenen graden Linien, wo die grissere der kleineren Doppel-
te wiire. zwei mittlere Proportionalen von stetigem Verhiltnisse zu zichen, der Wiirfel verdoppelt

werden konnte [...].
4 Sturm: ,,mechanische Losungen* versus , kunstmiiflige* Losungen

Sturm unterscheidet zwei grundsitzlich verschiedene Kategorien geometrischer Ldsungs-

verfahren, die er ,,mechanische Losungen® bzw. ,kunstméBige Lsungen* nennt: *
[...] mﬂf]”en\wir [...] erinnern / daB eine jede folche Aufgab auf zweyerley Weise konne erortert
und aufgelofet werden : einmal Mechanifch (wie die Kunftler zu reden pflegen) das ift / durch
einen fonderbaren Handgriff / durch oftmaliges Verfuchen / und ohne gewille ohnfehlbare Regeln
/ jedoch allo / daB kein merklicher Irrtuhm mit unterlauffe / sondern / aufs weniglte dem
Augenschein nach / die Sache getroffen ey : Andersmals kunftmaflig und aus gewissen Regeln /
welche entweder vor [ich [elbst bekannt / oder vorher unfehlbar bewiesen sind.

Er erldutert das am Beispiel der Halbierung einer Strecke mittels Zirkel (Abb. 4):

Sum Grempel fools
fen foir fiirfiellen die gemeine und befante Aufgab : Line i 4
gegebine gerade Lini in swey gleiche Teible serfchnei A e B

Oenr.  Diefes nun Fan gefchelen erfilichy mechanifd / dem X

Dandariff nac oder Perfuchys-weis / foann ich) nefmlich fege einen Fuf des irfelsin A, und
thue denfelbenauf bif obngefelr auf oder tiber die Helfte/ sum Srempel bif in 2 5 nadymals /
foann ich 3ubor bey 2 ein Jeichen oder Bemerte gemadiet 7 den Cirkel in voriger Oeffnung
oder Weite fege in B, und jibie/ ob ich ebendasRittel getroffen/ oder ob ich foeiter hinaus lange/
gum Erempel/ bi§ in x5 im legern fall fodann (el ich febe/ daf der ivkel 3u foeit aufgethan
ift) denfelben ctivas ufammodrutee /und aus A und B sivep ndbeve Semerke mache / 3 und 4/
unb diefes fo oft und biel/ bi id) endlich den eigentlidhen mitf-

fernPuncten/ dem Augenfedyein nac/ gefunden habe,

Darnad fan foldyes auch) Panfimdffig und nady ge-
foiffen unfeblbaren NRegefn bervichtet werden / nebmiich
auf dieWeife / fvelihe Luclides im 10den feines I, Bucvs ;
folgenver Geftalt firfdireibet : HMache auf der gegebes
nen Yini A B ein gleichfeitiges Drepett A BC, nady dem
JfEen vorbergebenden ; und teible den Winkel AC B,
durd)y die 2ini C D in 3ivep gleiche Ieible/ nady Anleitung
o¢s otens vorbergehenden 5 [0 fvird A B bon eben derfels | -
ben ini C D in 3vep gleiche Jeible geteiblet feyn ; foie ev A
dann foldes aus dem 4ten vorbergehenden unfellbar crs
foeifet.

Abb. 4:  mechanische™ und . kunstmiBige™ Halbierung einer Strecke (Ausschnitt aus [Sturm 1679, 103])
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So findet man also mit wenigen Schritten iterativ ,,mechanisch” einen Streckenmittelpunkt
in fiir praktische Zwecke ausreichender Genauigkeit, wihrend es bei der ,kunstmaBigen™
Losung nach Euklid gar nicht um die praktische Durchfiihrung geht, sondern vor allem
darum, wie der Mittelpunkt ,regelrecht und axiomatisch begriindet gedacht werden kann.

Bezeichnungen: [AB]: Strecke mit den Endpunkten 4 und B, |AB|: Linge von [AB],
(AB): Verbindungsgerade von A und B, |AB): Strahl durch B mit dem Anfangspunkt A.
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5 Beispiele fiir ,,mechanische* Losungen des Delischen Problems

Sturm beschreibt vier mechanische Lésungen, von denen zwei berithmte dargestellt seien.
5.1 Losungswerkzeug: Holzrahmen-Apparat (vermutlich von Eratosthenes)

Sturm beginnt seine Darstellung der Methoden zur Auffindung von zwei mittleren Propor-
tionalen mit einer ,,Betriebsanleitung® unter der Uberschrift:

Etliche Mechanilche Wege der Alten / zwilchen zweyen gegebenen Linieen
zwey mittlere gleichverhaltende zu finden. Der Erlte des Platonis.

Sturms historische Zuordnung dieses ,.Einschiebeapparats“ zu Platon ist zwar weit verbrei-
tet, sie ist jedoch nach heutigem Kenntnisstand nicht korrekt, denn dieser ,,Apparat geht
vermutlich auf Eratosthenes zuriick. *

C
F M
A B
K L
G H |/
Abb. 5: Einschicbe-Apparat aus [Sturm 1670, 104] Abb. 6: Losungsstruktur zu Abb. 5 aus [Sturm 1670, 105]

Die folgende ,,Betriebsanleitung™ bezieht sich auf obige Abbildungen. Sturm meint hier mit
»Dieser* zwar ,,Platon®, aber wir miissen hierfiir korrigierend ,,Eratosthenes* denken: ©

Dieser bedienet fich eines gewillen Werkzeuges / deflen Gestalt aus beygefiigtem AbriB zu
erlehen. GH ist ein dikkes wol gelchlichtetes Lineal / und an deflen Enden zwey andere / in
gleicher Dicke / winkelrecht eingezapfet / innwendig mit Hohlkehlen / in welchen das vierdte
KL mit GH gleichlauffend moge auf- und abgelchoben werden. Wann nun gegeben find zwey
gerade Lineen / AB und BC, und zwischen dielen zwey mittlere gleichverhaltende lollen gefunden
werden / so verfahre also : Setze BC auf AB winkelrecht in B. und verlangere [o wol AB als BC
nach Belieben gegen E und D hinaus ; Lege lo dann das Infirument auf diefe Verzeichnung allo /
daB GH auf A lige und gegen D hinaus [ich erstrekke / bifl (nach 6fterem Hin- und Wiederricken)
das Ekk H die Lini BD durchlchneide / HM aber wie DE lige / KL aber/ auf C gerukket / zugleich
in dem Winkel L den / von HM abgelchnittenen / Punct E bertihre / (welches / wie gemeldet /
durch vieles Hin- und Wiederrukken endlich getroffen wird.) Wann l[olches gelchehen /
[0 werden BD und BE die zwey begehrte mittlere gleichverhaltende [eyn.
Beweil. Dann / weil auf diefe Weise / wegen Beschaffenheit des rechtwinklichten Inltrumentes /
ADE und DEC gerade Winkel / und aus diefen geraden Winkeln DB und CB auf AE und DC
[enkrecht gezogen lind / [...] So wird [ich [...] AB gegen BD verhalten / wie BD gegen BE. und
ferner / wie BD gegen BE. allo BE gegen BC, das ist / BD und BE werden zwilchen AB und BC
zwey mittlere gleichverhaltende [eyn.
Hier ist zu ergénzen, was , verlingere ... nach Belieben" bedeutet: Die Endpunkte ¥ und D
liegen zunichst noch nicht fest, sondern sie werden erst durch das ,,Riicken* ermittelt.
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Es ist eine spannende Aufgabe, Sturms
»Betriebsanleitung® in Verbindung mit
seinem Beweis so zu deuten und zu in-
terpretieren, dass damit dann die Ermitt-
lung der beiden gesuchten mittleren
Proportionalen durch eine ,,Einschiebe-
losung™ mit dem Holzrahmen-Apparat
gelingen kann. Abb. 7 symbolisiert das
genannte ,,Riicken” des Apparats: [AB]
und [BC] sind die gegebenen Strecken,
die in B rechtwinklig zusammenstofBen.
Der Apparat wird (hier aus Darstel-
lungsgriinden ,,unten* liegend) — wie bei
Sturm beschrieben — so gedreht und mit
Verschieben des Balkens [KL] ,ge-
riickt®, bis [GH] mit [AD] zusammen-
fillt und [ KL] durch F verliduft. (Allerdings erweist sich Abb. 6 mit Abb. 7 nach Augen-
maf als nicht korrekt, denn [CFE] soll nach Sturms Beschreibung [ K'L] entsprechen und
muss daher parallel zu [ A D] sein, was drucktechnisch bei Sturm nicht gut gelungen ist.)
Die Dreiecke ABAD, ABDE und ABEC sind dann dhnlich, und also gilt:
|BC|:|BE|=|BE|:|BD|=|BD|:|AB| (8)
e |BE|und |BD| sind somit die gesuchten mittleren Proportionalen zu | A B| und | BC'|.

Abb. 7: .Riicken™ des Holzrahmens gemiB Sturms Anleitung

Das mathematisch Wesentliche an der Losung mit dem Holzrahmen-Apparat ldsst sich an-
hand von Abb. 8 und Abb. 9 abstrahierend zeigen:

Der in Abb. 5 gezeigte Holzrahmen-Apparat (ein
,Einschiebe-Apparat®) ist gemill Abb. 6 in zwei Recht-
winkelziige zerlegt zu denken, die aus je zwei Strecken

bestehen und rechtwinklig miteinander fest verbunden
sind — hier in Abb. 8 das obere durchgezogene und das
dick gestrichelte, jeweils rechtwinklige Streckenpaar.

Diese beiden Rechtwinkelziige sind unter Erhalt ih-
rer Parallelitdt (gedanklich) zueinander beweglich (in  Ap, g Einschicbe-Apparat in belicbiger*
Abb. 5 ist das ,Lineal” [KL] gegeniiber [GH ] parallel Stellung (symbolisch geméiB Abb. 6)
beweglich).

Man ,,bewegt” nun einen dieser beiden Rechtwinkel-
ziige so weit, bis die beiden ,,unteren* in Abb. 8 zu se-
henden Punkte (hohl bzw. ausgefiillt) wie in Abb. 9 zu-
sammenfallen (das entspricht der in Abb. 6 dargestellten
,.Losungsstellung*). Auferund von Ahnlichkeitsbezie-
hungen in sich entsprechenden Dreiecken ist dies dann
die Losung des Problems der Wiirfelverdoppelung, denn

man liest wie in (8) ab: . .
®) Abb. 9: Einschiebe-Apparat in Losungs-
G T=xiYy=y:b stellung (symbolisch gemaB Abb. 6)
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Die in Abb. 9 angedeutete auf Abb. 6 basierende, zuniichst nur ideelle Léosung ldsst sich
mit einem Programm flir Bewegungsgeometrie simulieren, was dem Verstindnis dieser
Einschiebeldsung dienen mag.

Der in Abb. 5 gezeigte Holzrahmen-Apparat ist zwar fiir praktische Einschiebeldsungen
prinzipiell geeignet, wenngleich er recht umstiindlich zu handhaben ist. Besser eignen sich
Winkelhaken, wie sie bereits frither von Handwerkern als Werk-
zeuge benutzt wurden und die wohl auch schon Hippokrates kannte.

Abb. 10 zeigt, wie man mit einem Paar von zwei Winkelhaken (hin-
reichender Linge) die beschriebene Einschiebeldsung auch prak-
tisch erzielen kann: Man lege das Winkelhakenpaar auf das aus

[AB] und [BC] bestehende Streckenpaar in Abb. 6 und passe es
durch Drehen und In-Sich-Parallelverschieben gemil der ,,Betriebs- U
anleitung™ von Sturm (also durch ,Riicken®) so ein, dass eine

Losungsposition wie in Abb. 9 entsteht. Abb. 10: Winkelhaken-Paar

5.2 Losungswerkzeug: das Mesolabium des Eratosthenes

Eratosthenes von Kyrene (276 — 194) berichtet in dem bereits erwiihnten ,,Sendschreiben*
an den Konig Ptolemaois von dem Problem der Wiirfelverdoppelung, und er beschreibt hier
auch einen von ihm fiir die Problemldsung erfundenen Apparat, den er ,,Mesolabium®
nennt, was ,,Ergreifer der Mitte” bedeutet. Sturm schreibt dazu auf S. 109 f. (vgl. Abb. 11):

Eratolthenes / von dem wir oben den Urfprung der berihmten Aufgab gelernet / hat nachfolgenden
Weg dem Konig Ptolomazo eroffnet : Es [eyen gegeben zwey ungleiche Lineen / AE und DH,
zwilchen welchen [ollen zwey mittlere gleichverhaltende gefunden werden.

So [etze man nun AE winkelrecht auf eine andere / nach Belieben genomene / Lini EH, und
belchreibe auf eben derfelben Lini / in der Hohe AE drey gleiche Rechtekke / [...] und ziehe die
Durchmeller AF., LG, IH. Hierauf [chiebe man in Gedanken das lezte Rechteck HI unter das
mittlere unbewegliche / und das erfie / AF darliber (wie in der andern Figur) biB die Puncten A, B,
C. D in einer geraden Lini ftchen / welche / bif an die verlangerte EH hinaus gezogen ley / AK.
So ilt dann nun offenbar / weil AE, FB. GC, A L
DH, gleich lauffen / daB (vermog des 2ten im
VL. B.) fich verhalte AK gegen KB, wie EK
gegen KF. und wiederumb / (weil auch AF, BG, £
CH gleich lauffen) wie AK gegen KB, alfo FK
gegen KG. Ift allo / wie AK gegen KB, allo EK B 3
gegen KF. und KF gegen KG. KF ift aber ferner
gegen KG, wie KB gegen KC, und folgends /
wie KG gegen KH. Derowegen / wie EK gegen o
KF. alfo KF gegen KG und KG gegen KH. Wie
fich aber verhalt EK gegen KF, alfo AE gegen
BF (nach dem 4ten im V1.) und ferner / wie KF L R
gegen KG, alfo BF gegen CG: und noch weiter / F A

wie KG gegen KH, allo CG gegen DH.
Derohalben [o verhalten lich auch / wie AE gegen BF, allo BF gegen CG und CG gegen DH: und
find allo BF und CG die zwey begehrte mittlere gleichverhaltende.

Abb. 11; Mesolabium-Darstellungen in [Sturm 1670, 109]

Man iibersetze die verbal beschriebenen Proportionen in Gleichungen und iiberpriife die Fol-
gerungen sowohl einzeln als auch insgesamt auf Schliissigkeit! Die beiden Hinweise in Klam-
mern beziehen sich auf Sitze in Euklids ,,Elementen* — welche sind hier jeweils gemeint?
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A

Es moge ein Ziel sein, Sturms Betrachtung visuell
klar und formal straff zu interpretieren, etwa wie folgt:
Abb. 12 zeigt eine Ausgangsposition des aus drei b
kongruenten rechteckigen Téfelchen bestehenden | A :
Mesolabiums, die auf parallelen Schienen horizontal Abb. 12: Mesolabium — Ausgangsposition
frei beweglich sind. So moge z. B. das ganz links zu sehende Tifelchen ,,oben* liegen (siche
Sturm), darunter liege das mittlere und darunter, ganz unterhalb gelegen, liege das rechte.
Die drei auf den Tifelchen markierten Diagonalen sind aufgrund der Anordnung parallel.
Nach dem Hilfssatz des Hippokrates sind nun zu zwei gegebenen Lingen a und b mit
a <b zwei Lingen z und y mit a: x =z : y = y : b gesucht. Wir wihlen dazu a und b als
Lingen auf den AuBenrindern der duBeren Téfelchen. Damit ldsst sich im Prinzip jeder be-
liebige Fall erfassen, indem die Lingenpaare ggf. mit Hilfe des Strahlensatzes angepasst
werden. Sodann denken wir uns zwischen den oberen Endpunkten der mit @ und b markier-
ten Strecken ein Gummiband gespannt (gestrichelt in Abb. 12; die mit 2z und y markierten
Strecken sind noch nicht die gesuchten Ldsungen!). Die Tifelchen werden nun horlzontal
abwechselnd und iterativ so weit verschoben, bis sich das ,,Gum- N

miband* und die Diagonalen jeweils auf der rechten Kante eines

Téfelchens schneiden und damit zwei neue Strecken der Lingen z

und y auf den beiden mittleren Kanten kennzeichnen (Abb. 13).
Behauptung: In Abb. 13 sind = und y die beiden gesuchten
mittleren Proportionalen.
Beweis: Abb. 14 betont Abb. 13 in anderer Weise. Die drei
hellen und die drei dunklen Dreiecke sind jeweils dhnlich, also:
bru=y:v=x:w und y:u=x:v=0a:w. Abb. 14: dhnliche Dreiecke
Elementare Kombination dieser Gleichungen liefert a:z =z :y=y:0b. *

Ist das nun wirklich wesentlich anders als bei Sturm? Die beschriebene manuelle Iteration
.konvergiert™ {iberraschend schnell und zufriedenstellend. Die rechteckigen Téfelchen des
von Eratosthenes erfundenen Mesolabiums bestanden aus Holz, Metall oder Elfenbein.
Dieses Verfahren kann man auch mit einem angelegten ,,Einschiebelineal™ durchfiihren,
und es ldsst sich sehr schn mit einem Programm fiir Bewegungsgeometrie simulieren.
Cantor schreibt abschliefend zur Bedeutsamkeit dieser Erfindung: ’
Eratosthenes schlug diese seine Erfindung so hoch an, dass er zum ewigen Gediichtnisse derselben
ein Exemplar als Weihgeschenk in einem Tempel aufhiingen liess.
Andererseits weist Sturm darauf hin, dass Eutokios ausdriicklich anmerkt, dass Nikomedes
(280 — 210 v. Chr.) spéter sehr iiber Eratosthenes® Mesolabium gelacht habe, weil dieses
nicht nur nit ins Werk konnte gefetzet und zur Ubung gebracht werden / fondern auch nicht
Kunlt-gemaB ware / und alles Kunft-richtigen Geometrilchen Grundes ermangelte. *
Mit dem Mesolabium ist — wie mit dem Holzrahmen-Apparat und dem Winkelhakenpaar —
~hur® eine ,,mechanische”, angendherte Losung moglich, nicht jedoch eine exakte, auf
streng mathematischen ,,Regeln™ beruhende Ldsung. Eine solche prisentierte dann Niko-
medes mit Hilfe der von ihm erfundenen ,,Muschellinie* (oder ,.Konchoide*), mit der er
auch das Problem der Winkeldreiteilung 18ste, und er erfand sogar einen Konchoiden-
Zirkel, den Sturm ebenfalls vorstellt. Das alles kann hier leider nicht dargestellt werden. *
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6 Beispiele fiir , kunstrichtige* Losungen des Delischen Problems

6.1 Losungsweg: Schnittpunkt von zwei Parabeln nach Menaichmos

Menaichmos (380 — 320) gelang die fiir die Verdoppelung des Wiirfels erforderliche Auf-
findung von zwei mittleren Proportionen mit Hilfe der Ermittlung des Schnittpunkts zweier
Kegelschnitte — sowohl durch den Schnitt von zwei Parabeln als auch durch den Schnitt
einer Parabel und einer Hyperbel. Sturm beginnt seinen Abschnitt hierzu wie folgt:

Der sweyte Eunfiridhtige oder Geometrifche TDq;f 3w1fd)¢n ;myen
gegebenen Lincen ,mcy mlttim ktd;w:ba

Dicfer ADetrechmus hat mepcr[ep')iuf [brunqen erfonnen 7 foelde einander febr &fnlich
find/ und blo§ darinnen unterfchieden / daf er 3u Crfindung eines gefoiffen Puncten in der ¢is
nen fich bedienct 3foepsr Parabolen ( oder bergicichenden Kegel-Lineen ;) in der andern aber
einer P arabole und einer Hyperbole ( oder tibertreffenden Kegel-Lini.) Wi fwollen Hier nur
Di¢ cine flirbringen/ foeil ir ofne das fehon allzutveitiiuffia getvefen.

Abb. 15: Uberschrift und Einleitung zu Menaichmos® Losungsweg aus [Sturm 1670, 118]

Da auch die bisherige Darstellung schon ,,allzu weitldufig gewesen*® ist, soll hier ebenso nur
der Weg iiber den Schnitt zweier Parabeln kurz beschrieben werden, ohne Sturms Ausfiih-
rungen aus Platzgriinden explizit folgen zu kénnen:

Wie zuvor beim Mesolabium geht es wieder um die Bestimmung von zwei mittleren
Proportionalen z und y zu gegebenen Lédngen a und b mit @ <b, so dass dann also
a:x=uax:y=y:b gilt. Hieraus lassen sich einerseits die beiden Gleichungen ay = z* und
xy = ab ablesen, was als Schnitt einer Parabel mit einer Hyperbel interpretierbar ist, und
andererseits liest man die Gleichungen ay = 2” und bz = %’ ab, was als Schnitt von zwei
Parabeln gedeutet werden kann. Dieser Fall sei hier betrachtet. Das bei Sturm umstiindlich
beschriebene Losungsverfahren von Menaichmos sei mit Abb. 16 angedeutet:

Gegeben seien zwei Parabeln in Normalformdarstel- ¥
lung y° = 2pz bzw. x* = 2qy mit den sog. Halbparame- E
tern p bzw. q. Dabei seien p und ¢ so gewihlt, dass
a = 2q und b = 2p gilt. Fiir die Koordinaten z und y des
Schnittpunkts F' der beiden Parabeln gilt dann:

P =ay(a:z=z:y)und 3’ =bx (x:y=1y:b), i 1A
y)und y y=y ——t

insgesamt also a:x =x:y=y:b, so dass die Schnitt- )
punktkoordinaten die beiden gesuchten mittleren Pro- a4\
porﬁona:’en sind. Damit ist das Problem der Wiirfel- Abb. 16: Schnitt zweier Parabeln zur

quadratur im Prinzip geldst, sofern sich ein Weg findet, ~ Wirfelverdoppelung nach Menaichmos
aus den gegebenen GroBen a und b die beiden Parabeln zu zeichnen, um deren Schnitt-
punkt zu ermitteln. Menaichmos bietet auch dafiir eine elegante Losung an, die dazu geeignet
ist, einen mechanischen ,,Parabelzirkel* zu bauen, dhnlich dem Konchoidenzirkel, um damit
die Normalparabel wie eine Konchoide ,,organisch® erzeugen zu kénnen, was bedeutet, dass
sie nicht nur punktweise, sondern im Ganzen erzeugt werden kann wie z. B. ein Kreis mittels
Zirkel oder eine Ellipse iiber die sog. ,,Gértner-Konstruktion®. Dazu sei gemif} [Sturm 1670,
119 f.] in Abb. 17 nur eine der beiden Parabeln aus Abb. 16 betrachtet, und diese Darstel-
lung sei wie folgt ergénzt:
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! Parallel zu {(BD) lduft die Gerade g durch C', und links von
&F C ist H e g frei gewihlt. Die gestrichelte Halbgerade £ ist ortho-
/ gonal zur Geraden {/{B) und schneidet g in (7, also ist [BG) = h.
[BG) ist fest mit (HB) in B derart verbunden, dass die Punkte
B und / bei Drehung dieses Verbundsystems um B auf g gleiten.
i D Die zu g orthogonale Gerade (G'D) durch G schneidet (H/B) in F',
KC o | und dieser Schnittpunkt liefert bei Verschiebung von H (zunéchst)
’ den rechten Parabelast als Ortskurve. Aus Abb. 17 liest man wegen
der Ahnlichkeit von Dreiecken 2¢:z =z :y ab, was z° = 2qy
liefert, also die zu konstruierende Parabel.
Der hier dargestellte Parabelzirkel lisst sich (bis auf die technische A 30
.Problemzone® in der Nihe des Punktes B ) sowohl mechanisch bau- ~
en als auch mit einem Programm fiir Bewegungsgeometrie simulieren. >
Rund 2000 Jahre spiiter stellte Frans van Schooten (1615 — 1660) be- i
kanntlich ebenfalls einen (anderen) Parabelzirkel vor (Abb. 18). " / e
Beide ,,Zirkel* dienen aber nicht der Probleml&sung, es reicht, sie in  Apb. 18: Parabelzirkel
ihrer theoretischen Moglichkeit ,,zu denken®! von Frans van Schooten

g -
Abb. 17: Parabelzirkel
nach Menaichmos

!

6.2 Losungsweg: Schnittpunkt von einer Parabel mit einem Kreis nach Descartes

Im Anschluss hieran erwiihnt Sturm eine elegante Variation obiger Losung durch René
Descartes mit nur einer Parabel und einem Kreis. Den Kreismittelpunkt und Kreisradius
teilt Sturm nur ohne Beweis mittels Abb. 19 mit. Wir rechnen es einfach analytisch nach:

Fiir den Parabelschnittpunkt in Abb. 16 setzen wir /' = (u,v) an. Aus den beiden Para-
belgleichungen z” = 2qy und y° = 2px ergibt sich u :Z‘W und '1'22‘2/%‘ Mit
a =2q und b =2p bestdtigt man sofort a: z=x:y=y:b. GemdB Abb. 16 gilt dann fuir
den Kreismittelpunkt G = (p,q), also gilt fiir den gesuchten Radius r = \/p’ + ¢*, so dass
nur noch |[MF| = r zu zeigen ist, was man ebenfalls sofort nachrechnet.

2. Diefem biher erblirten Weg Adenechmi ift nicht ungleich der jenige/ foelcen der
obenbelobte finnreiche Carecfins fn feiner Geometri exforfchet Bat/ ausgenommen daf er nur
eineParabel gebraudiet / an flatt der an-
t1“, dern aber ( umb das Punct F 3u beftime
men) cine Kreif-Lini befdreibet ; wvie aus
. bepaefiigtem Abrif (in foelchem foir obi:
o ¢ Buchftaben oder Benennunngen mit
i3 A Rleip bebalten) 3u erfeben ift.
Dann/ toann ex sfviffen A Bundb BC
ivep mittlere gleichberbaltende finden folles
und dic Parabel umb die SRittel-Lini B E
obiger begebyrter maflen befdiricben ift / fo
madjet er B D gleich) derBalben B C, und
richtet aus D auf die fenfrechte %ini D G
Balb fo grof als A B ; befhreibet endlidy
aus G, in der Weite G B einen Kreif/ foels
% %i’gs)‘:rabel fn[F bur[tf}g)nuﬁ"b:tl und
o bie 3foep mittlere gleichberbaltende/
BEumEF, brﬂimm?t.

Abb. 19: Variation von Menaichmos® Losung durch Descartes (aus [Sturm 1670, 120])

Menaichmos® Losungsweg liegt iiber die Parabelgleichungen durchaus nahe, hingegen setzt
die Entdeckung von Descartes® Weg subtile Kenntnisse der analytischen Geometrie voraus.
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7 Fazit

Die Betrachtung von Sturms Darstellung, namentlich seiner originalen schriftlichen Formu-
lierungen, ist nicht ohne Reiz, und sie in heutige, sowohl sprachliche als auch symbolische
Formulierungen zu Ubersetzen, ist eine wohl ungewdhnliche, aber mdglicherweise auch
dankbare Aufgabe fir den Mathematikunterricht. Dariiber hinaus sind diese Beispiele zu
den klassischen Problemen der Antike dazu geeignet, ein subtileres Verstéindnis von ,,Geo-
metrien” zu entwickeln, wie es bereits Sturm wunderbar mit seinen Formulierungen der
»mechanischen Ldsungen® und der ,kunstmiBigen Losungen™ ausdriickt. ,,Geometrie™ be-
gegnet uns ndmlich januskdpfig einerseits in ,praktischen Geometrien®, wie es schon im
Wortursprung als ,,Landvermessung® deutlich wird, und andererseits kennen wir nicht auf
Anwendung bezogene ,theoretische Geometrien* wie etwa diverse nichteuklidische Geo-
metrien. Ulrich Felgner schreibt dazu mit Bezug auf Hilbert:"

Als .allgemeines Wissensgebiet™ ist die Geometrie fiir Hilbert eine ,, Naturwissenschafi* |...]
Aber die ., Theorie des Wissensgebietes™ ist nach Hilbert das .. Fachwerk der Begriffe™ [...].

Die ,, Theorie des Wissensgebietes " ist keine Naturwissenschafl. sie ist ein Gebiet der reinen Ma-
thematik.

Und auch die .,euklidische Geometrie* ist eine ,.theoretische Geometrie®™, bei der es darum
geht, Konstruktionen zu ,,denken®, nicht aber sie praktisch durchzufiihren.
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Alle drei Probleme werden ausfithrlich in [Hischer 2015] betrachtet.

= (6) lasst sich sofort zur Bestimmung zweier mittlerer Proportionalen zu @ und » modifizieren, und offen-
sichtlich lisst sich das zur Bestimmung von » mittleren Proportionalen zu @ und b verallgemeinern.
[Sturm 1670, 102]

* [Cantor 1894, 199]

* [Sturm 1670, 102 £]

Siehe hierzu die ausfithrliche Begriindung von Ulrich Felgner in [Hischer 2015, 35 ff.].

[Cantor 1894, 316]; gemiB [van der Waerden 1956, 384] lieB Eratosthenes seine ,, mechanische Auflésung
[...] im Tempel des Kéniggottes PTOLEMAIOS in Stein meisseln”, wobei | dariiber ein Modell in Bronze
stand, das aus dreieckigen oder viereckigen Pléttchen bestand [...]".

¥ [Sturm 1670, 110]

’ Siche dazu die ausfuhrlichen Betrachtungen in [Hischer 2015].

" [Sturm 1670, 118 £]

"I [van Schooten 1646; 26, 57, 74]

" [Felgner 2014, 203]
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